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n Variabilité et Incertitudes

n Variabilité de la mesure

A.1 Le mesurage et autres définitions

En Physique et en électronique, on appelle « mesurage » un processus expérimental qui conduit a attribuer
un ensemble de valeurs numériques a une grandeur notée x, accompagné d’une unité appropriée.

& Propriété
Un mesurage est un processus généralement complexe qui implique de nombreux sous-processus. Cette
complexité entraine inévitablement une variabilité des mesures, ce qui signifie que répéter la mesure produit
souvent des valeurs légerement différentes. Cette variabilité est naturelle et inhérente au processus de
mesure. Il ne faut pas chercher a 1’éliminer ; au contraire, elle contient souvent des informations précieuses
sur le processus physique en question.
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A.2 Source de variabilité

@ Remarque

La variabilité des mesures peut provenir de plusieurs aspects :

donne des valeurs différentes.

gerement différentes.

ce qui peut affecter la mesure.

variabilité. Deux personnes peuvent obtenir des valeurs différentes pour la méme mesure.

A.3 Valeur expérimentale

— Méthode de mesure : utiliser un double décimetre ou un metre ruban pour mesurer une longueur
— Instruments de mesure : deux voltmetres identiques peuvent donner des valeurs de tension 1é-
— Environnement : la température des systémes électriques augmente au cours de leur utilisation,

— Expérimentateur : les gestes, choix et techniques de la personne mesurant introduisent une

& Définition

La valeur appelée « valeur expérimentale » est la valeur que 'on attribue a la grandeur, aprés mesurage
unique ou mesurage multiple (ou par calcul).
Dans ce chapitre, elle est notée xexp .

E Incertitude-type et Incertitude relative

B.1 L’incertitude-type

& Définition
L’incertitude-type quantifie la variabilité des valeurs mesurées. Pour une grandeur X, on attribue une
incertitude-type u(X).

Incertitude type
Résultat du mesurage

u(x) u(x)
La ﬁgure Ci_Contre représente une distribu_ NI EE RN E RN EEEEEEgEEEEEEEEEEEEREREREE,y,

tion de valeurs potentiellement mesurées ainsi
que lincertitude-type. On constate qu’en
moyenne deux valeurs (mesurées potentielles)
prises au hasard sont séparées de quelques

u(x).
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Valeur expérimentale : x

Valeur mesurée
potentielle

a Propriété
L’incertitude-type résulte d’une évaluation : on n’est jamais certain de sa valeur. Pour rappeler que
Iincertitude-type est elle-méme incertaine, on limite en général son nombre de chiffres significatifs a deux.
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B.2 Ecrire le résultat d’un mesurage

Ecriture conventionnelle
On écrit un résultat de mesurage en suivant la méthode suivante :

— On utilise deux chiffres significatifs au maximum pour u(x), en arrondissant par exces.

— Puis, on rédige la valeur expérimentale, sous la forme x.x, = ... en précisant 1'unité appropriée et
I'incertitude-type associée a la valeur mesurée, sous la forme u(x) = ..., en utilisant la méme puissance
de 10 que celle de la valeur mesurée, et évidemment la méme unité.

Xexp = ---;  u(x)=...

— Enfin, on adapte le nombre de chiffres significatifs de xex, pour que la valeur ait le méme nombre de
décimales que u(x).

v/ Exemple

Un mesurage de la valeur d’une résistance avec évaluation de l'incertitude-type peut s’écrire ainsi :

Méme unité / méme multiple

2 CS au max

Méme derniére décimale

Estimation de la valeur expérimentale et de I'incertitude type associée

m Les deux types d’incertitude-type

Premier cas

L’expérimentateur observe la variabilité de la mesure lors du processus expérimental.
Le mesurage aboutit & une série de N mesures indépendantes : I’évaluation des incertitudes-type se fait par des
méthodes statistiques. On dit que l'incertitude-type est de type A.

Deuxiéme cas

L’expérimentateur n’observe pas la variabilité de la mesure lors du processus expérimental.
Le mesurage aboutit & une mesure unique réalisée avec un instrument de mesure : I’évaluation des incertitudes-type
se fait par une approche probabiliste. On dit que 'incertitude-type est de type B.

Plusieurs valeurs mesurées < évaluation de type A
Une unique valeur mesurée < évaluation de type B

n Mesurage avec variabilité observée — type A (Approche statistique)
A.1 Développement

Lorsque la variabilité des mesures est accessible a ’expérimentateur, il convient de répéter un grand nombre de
fois le mesurage.
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PhysicSensei.fr,

v Exemple

Résultats (par simulation (Univ. Lyon)) de N mesures pour le mesurage de la vitesse de propagation
du son dans lair :
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La courbe obtenue pour N = 100000 se rapproche le plus d’une distribution lisse, appelée « distribu-
tion gaussienne ». Cette courbe en forme de cloche est typique de nombreux mesurages. En physique,
il est fréquent que les distributions aléatoires convergent vers une courbe gaussienne.

Reprenons la simulation avec N = 100000 mesures.
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Nous retrouvons naturellement deux allures gaussiennes. Mais si nous regardons la largeur de la
cloche, nous remarquons que plus 'incertitude-type est petite, plus la courbe est étroite.

L'incertitude type représente la largeur de cette courbe :
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@ Remarque

Nous sommes maintenant en mesure d’estimer 'incertitude-type de type A.
- On prendra comme valeur expérimentale la valeur moyenne de toutes les mesures du mesurage.
- L’incertitude-type du mesurage se calcule a partir de I’écart-type.

Résultat du mesurage N>>1

040 —— Résultats du mesurage, N>>1
== Moyenne (u)

035 === uto

-

Ecart-type

Nombre de mesures

Moyenne

6 7 8 9 10 1 2 3 1
Valeurs de la mesure

Nous pouvons calculer ces deux valeurs de maniere arithmétique :
Calcul de moyenne et écart-type

On définit la moyenne arithmétique de I’ensemble, notée X, ainsi :

o= n_lzz(x,-—i)2

Bien heureusement pour nous, les calculatrices modernes permettent d’obtenir rapidement ces deux valeurs.

a Propriété

Le résultat du mesurage se détermine a I’aide des relations suivantes :

Xexp =X et u(x) =

3

v/ Exemple

Nous avons effectué N = 10 mesures de la résistance R du composant.
Les résultats des mesures sont les suivants (en ohms) :

Ry =100.1, R, =100.3, R;=100.2, R4=100.4, Rs=100.0, (1)
Rs =100.3, R; =100.2, Rg=100.1, Ry =100.4, Ryjp=100.2 (2)

O Plusieurs mesures ont été faites, 'incertitude-type est du type A.

© Calculons la moyenne des mesures. La moyenne des mesures est donnée par :

-1
R:NZR,- (3)
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En substituant les valeurs, nous obtenons :

R= % x 1002.2 = 100.22 2 (4)

O Calculons I’écart-type. L’écart-type des mesures est donné par :

1 < _
o(R) = HZ(Ri—RV (5)
i=1

En substituant les valeurs, nous avons :

1
o(R) = ,/5 x 0.156 ~ 0.132 2 (6)

O On peut maintenant en déduire I'incertitude-type. L’incertitude type sur la moyenne est donnée
par :
o(R)
ulR) = —= 7
(R =7 (7

En substituant les valeurs, nous avons :

Le résultat du mesurage de la résistance est donc :

R =100.22Q ;0.040 (9)

A.2 Incertitude de type A et niveau de confiance

Probabilité de densité

m 68%
mm 95%
99.7%
=== Moyenne (u)

Il est possible pour 'expérimentateur de
multiplier I'incertitude-type par un fac-
teur de couverture (k) pour obtenir une
incertitude élargie, ce qui permet d’éva-
luer le mesurage par rapport & un niveau
de confiance spécifié.

— Pour un niveau de confiance de
95%, on utilise souvent k = 2.

— Pour un niveau de confiance de

¥ 99%, on utilise souvent k = 3.

1
Valeur moyenne

On note Ax, I'incertitude élargie liée au mesurage de la grandeur x.

— Pour un niveau de confiance de 68%, Ax = +u(x) : il y a 68% de chance pour que la valeur mesurée
se trouve dans 'intervalle

— Pour un niveau de confiance de 95%, Ax = +2u(x) : il y a 95% de chance pour que la valeur mesurée
se trouve dans l'intervalle

& Définition

[X —u(x); x4+ u(x)].

[x —2u(x); x4+ 2u(x)].
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E Mesurage sans variabilité observée — type B (Approche probabiliste) :

Certaines expériences ne présentent pas de variabilité observable :

— En répétant la mesure, on obtient systématiquement le méme résultat. Par exemple, lorsque I’on mesure la
taille d’un objet avec la méme régle graduée, la répétition de la mesure ne fournit pas de nouvelle information.
Cela signifie simplement qu’a 1’échelle de cette expérience, avec I'instrument de mesure choisi, la variabilité
n’est pas détectable.

— En effectuant une unique mesure, car il n’est parfois pas possible ou souhaitable de répéter la mesure pour
des raisons pratiques ou matérielles.

Cette absence de variabilité observable ne signifie pas qu’il n’y a pas de variabilité. Il est donc nécessaire d’estimer
théoriquement la variabilité de la valeur mesurée sans pouvoir 1'observer directement.

& Définition
Dans le cas d’un mesurage sans variabilité observée, I'unique valeur mesurée accessible a ’expérimentateur
est considérée comme la valeur expérimentale :

Xexp = Xmes

Pour estimer Uincertitude-type u(x) de cette unique valeur mesurée, 'expérimentateur doit prendre en compte
deux sources d’erreurs probables.
B.1 Précision des appareils du constructeur

Outilise la demi-étendue de I'intervalle, notée a.
Si la probabilité de mesurer une valeur entre [Xmes — @; Xmes + @] est uniforme, alors 'incertitude-type se détermine
grace a la formule suivante :

Uconstructeur (X) =

S

@ Remarque

Cette formule n’est valable que si toutes les valeurs sont équiprobables. Si I’énoncé ne précise pas ce
point, vous pouvez utiliser cette formule. Dans le cas contraire, une autre formule pour u(x) vous sera
précisée.

B.2 Obtenir la valeur de la demie-étendue

PhysicSensei.fr, BTS CIEL 1

La demi-étendue a est liée a la lecture. Sans
aucune indication, on considére que la demi-
étendue a est égale a la demi-graduation.
En mesurant avec un regle dont la plus petite
graduation est le millimetre, la demi-graduation
est telle que :

a=0,5mm

Dans la notice de ’appareil, le constructeur in-
dique une « précision » qui correspond a la demi-
étendue a . La demi-étendue a est en général,
égale a un pourcentage p de la valeur lue et un
nombre N de digit (un digit correspond au der-
nier chiffre affiché).

a=px N x valeurlue

Table 1 — Obtention de la demie-étendue.

LPO de Cachan, H.V ©
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Un instrument de mesure numérique n’induit pas nécessairement une demie-étendu plus faible qu’un instru-
ment de mesure gradué.

B.3 Erreur de lecture de 'expérimentateur

L’incertitude liée a la lecture de I'expérimentateur est généralement due a la capacité limitée de ’ceil humain a
lire une échelle ou la limite d’un affichage numérique.

B !

chelle analogique Ulecture = 5 X la plus petite division Pour une régle graduée en milli-
metres :
Ulecture = % X 1mm = 0,5mm
Affichage numérique Ulecture = % X la plus petite unité affichée | Pour un voltmetre avec une préci-
sion de 0,01 V :
Ulecture = % X 0,01V = 0,00SV

Table 2 — Incertitude liée & la lecture selon le type d’appareil

Les incertitudes types composées

C.1 Loi de propagation des incertitudes

On suppose que le mesurage d’une grandeur y est obtenu a partir des mesurages des grandeurs (supposées indé-
pendantes) x1, X2, etc.
L’incertitude-type sur y, u(y), se calcule & partir des incertitudes-type u(x1), u(x2), etc.

Formule littérale Formule pour déterminer I’incertitude-type
entre les différentes grandeurs de la grandeur :
y =21Xx (Aconstante) u(y) = || x u(x)

y=aXx;+bXx,
ouy=axXx; —bXx,

u(ly) = J(a X u(xl))2 + (b x u(xz))2

y=2Axx%%xx," u(y)=|y|\}(ax@)z+(bx@)z

Figure 1 — Loi de propagation des incertitudes

C.2 Exemple de mesurage de longeur d’une fibre optique.

Un expérimentateur souhaite mesurer la distance d’une fibre optique en utilisant un réflectometre optique dans le
domaine temporel (OTDR).

Cet appareil envoie une impulsion lumineuse dans la fibre et mesure le temps
que met 'impulsion pour revenir apres réflexion, permettant ainsi de calculer la
distance parcourue par I'impulsion.
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L’expérimentateur lit une distance de 350,5m sur ’écran de ’OTDR.
L’OTDR utilisé par ’expérimentateur a les caractéristiques suivantes :

— Précision de 'appareil : £1m
— Résolution de I’écran : 0,5m

Ces deux sources principales d’erreurs seront les seules a étre prises en compte pour estimer l'incertitude totale
sur la mesure.

1. La précision de I'appareil : L’OTDR a une précision donnée par le constructeur de +1m. Il suffit donc de
diviser cette valeur par v/3 pour obtenir I'incertitude constructeur, soit :

1
Uconstructeur = % ~ 0,577m

2. La précision de la lecture de I'expérimentateur : L’incertitude liée a la lecture sur I’écran est de la moitié de
la résolution, soit :

1
Ulecture = 5 X O,Sm = 0,25m

L’incertitude totale sur la mesure est la combinaison quadratique des incertitudes dues a la précision de I’appareil
et a la lecture de I'expérimentateur :

_ 2 2
Utotale = \/uconstructeur + Wecture

Utotale = \/(01577 )2 + (0,25 )2

Utotale = \/(01577)2 + (0,25)2 ~ 0,629

La distance mesurée de la fibre optique est donc donnée par :

d = (350,5+0,7)m

Cela signifie que la distance de la fibre est comprise entre 349,8 m et 351,2 m.

@ Remarque

Il est souvent utile de calculer séparément l'incertitude due au constructeur, notée uconstructeur, €t
I'incertitude de lecture, notée ujecture. Dans certains cas, I'une de ces sources d’incertitude peut étre
négligeable par rapport a I’autre. Cela simplifie ’analyse en permettant de se passer de la composition
des incertitudes.

m Compatibilité de mesurages et exactitude d’'un mesurage

u Comparer le résultat d’'un mesurage au résultat d’un autre mesurage : I’écart normalisé

& Définition
L’écart normalisé, noté E,, entre deux processus de mesure donnant les valeurs expérimentales Xexp1 €t Xexp2
et des incertitudes-type u(Xexp1) €t u(Xexp2) est défini par :

E — ’Xexpl - Xexp2|
n 2 2
\/“(XeXDl) + uU(Xexp2)

Par convention, on qualifie souvent deux résultats de « compatibles » si leur écart normalisé vérifie la
propriété E, < 2.
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En=03

En=5

Généralité
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Nous pouvons observer
compatibles.

que pour un écart normalisé supérieur a 2, les deux résultats ne sont pas

B Notion de justesse, de fidélité et d’exactitude d’'un mesurage :

B.1 Fidélité

& Définition

Incertitude type

Résultat du mesurage ulx)

e mEmmmEEN,

Un mesurage est fidele si ’ensemble des valeurs po-
tentiellement mesurées par des mesurages répétés de
la méme grandeur se répartissent sur un « intervalle 5

» relativement étroit.
- Valeur expérimentale : x
Valeur mesurée
potentielle

sEmmEEEy,

Yeuunnnnn®

v

.
>
>

D
"
"
.
"
]
»

& Propriété

u(x)

La fidélité d’'un mesurage est évaluée a ’aide de l'incertitude-type relative AR Plus lincertitude-type

relative d’un mesurage est faible, plus ce mesurage est fidele.

B.2 Justesse

& Définition

Incertitude type
u(x)

Résultat du mesurage ulx)

Un mesurage est juste si la moyenne d’un nombre in-
fini de valeurs potentiellement mesurées est proche de
la valeur de référence.

- Valeur expérii 4
Valeur mesurée
potentielle
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& Propriété
On définit le z-score comme I’écart absolu entre la valeur expérimentale xox, et la valeur de référence xcr,
divisé par 'incertitude-type :

i |Xexp - Xrefl
u(x)
Lorsque z < 2, on considere que le résultat du mesurage est compatible (et donc « juste ») avec la valeur
de référence.
Lorsque z > 2, on considere qu’il ne I'est pas.

@ Remarque

Un mesurage est exact s’il est juste et fidele.

Incertitude type
u(x) u(x)

................

Valeur expérimentale : x

B.3 Exemple du mesurage de la fibre optique

— [@ Calcul du z-score (justesse) :

Supposons que la longueur attendue (ou de référence) de la fibre optique soit

dref = 350, 0m.

Le z-score est calculé comme suit :

dmesuré - dref
7z = —
Utotale

Application au cas présent :

350,5 —350,0
=——"~0,8.
0,7

Puisque le z-score obtenu est ~ 0, 8, qui est bien inférieur & 2, on peut conclure que la mesure de la longueur
de la fibre optique est compatible avec la valeur de référence.

V4

— [# Calcul de l'incertitude-type relative (fidélité) :
L’incertitude-type relative est calculé comme suit :

u = Umesure
' drnesuré
Application au cas présent :
0,7
= ——— ~0,0001.
"= 3505

Cette valeur étant tres faible (< 0,1%), la mesure est fidele.

— [#" Au bilan : Le mesurage est juste et fidéle, il est donc exact.
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Mesure d'une grandeur X

| (O

La mesure est-elle réalisée ] La mesure est-elle réalisée ]
] Plusieurs (N) fois ? : 3 1 seule fois ? :
: Incertitude : Incertitude
: de . : de =
] type A : 3 type B :
( Calculer I'écari-type ’
¢ ( calculer la moyenne 3 : Instrument de mesure Instrument de mesure :
: [1 o : : avec graduation Numérique :
: o=, — S (g-%)2 : ]
. X Ex, \ n—-1 ; ' 1 . 1
3 i=1 | 3
: Calculer l'incertitude-type : La dgtmle:j-e::endude VT.“ la La demie-étendue vaut un pourcentage de la
: | . : l N2 @21 Rl e valeur lue multipliée par un nombre de digit | =
. i 7 - :
: : 3 a = demie-graduation a = p x N x valeur lue 1
o d
- ulx) = —— B - 4
: ) VN : : 3
: l Ecrire le résultat du mesurage : | Calculer l'incertitude-type
: ; : ' ;
i X =X unités; u(X) unités : i (x) a :
H 1 H ulx)=—4= 1
....................................................................... E \/§ :
Comparer deux mesurages Comparer un mesurage : Ecrire le résultat du mesurage :
entre eux a une valeur de référence | E

multipliant u(x) par un facteur k : 68% 99%  95%

Calcul de I'écart Calcul du On peut élargir les incertitudes de type A pour k=1 k=2 k=3
normalisé Z-score E respecter des intervalles de confiance en — — -

La fidélité d’un mesurage est évaluée a I’aide de La justesse d’un mesurage est évaluée a 1’aide du calcul
: I"incertitude-type relative : u(x) + du z-score : L | Xestp — Xeef] ]
: |x| u(x) :

:Un mesurage est exact s'il est juste et fidéle

Figure 2 — Bilan

Ce bilan proposé ne permet pas de se séparer du cours.
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